
第七章 磁异常的反演 

第一节 磁异常反演的基本问题 

已知磁场的空间分布特征来确定地下所对应的场源体特征，如确定磁性体的赋存空间位

置、形状、产状及磁化强度的大小和方向等。通常称为磁异常的反演问题。 
    磁异常反演过程分为定性、半定量解释和定量解释两个阶段，这两者是互相关联，互相

辅助的。只有在通过正确的定性及半定量解释取得初步对磁性体形状、产状、及其所引起的

地质原因进行判断之后，才能合理地选用定量计算的公式和方法，以便进一步得到更完善的

解释结果。在磁异常解释中存在以下两个较为普遍的问题： 
（1）场源体非均匀磁性问题 
   在自然界中因场源所处的地质、地球物理环境不同，其非均匀磁性是较普遍的现象。通

常对具有一定埋深的场源在反演解释过程中假设其为均匀磁化。 
（2）反演的多解性问题 
   多解性问题是地球物理反演解释中普遍存在的问题。为了避免或减少磁异常反演的多解

性问题，必须充分利用地质及其它地球物理资料进行综合推断解释。 

第二节 几种简单的反演方法 

一、特征点法 

利用磁异常曲线上一些特征值，如极大值、半极值、1/4 极值，拐点，零值点及极小值

等坐标位置和坐标之间的距离，求解磁源体参量的方法称为特征点法。其实质就是求解出不

同形状磁性体磁场解析式的特征点与该形体参量间的关系式，然后由异常曲线上读取各个特

征值代入相应关系式求得反演结果。下面列举两个典型形体说明其方法原理和计算公式。 
（一）球体 

已知斜磁化球体的 aZ 表达式为 
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Za ，则有三个根对应其极值横坐标，其中极大值坐标 maxx 和一个明显的极小
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将极值点坐标 maxx 代入 aZ 表达式中，有 
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K = ，这时 K 与 f 、 ( )siφ 均为 si 角的函数值，根据它们的函数关系式可

以做出表（7-2-1）。解反演问题时，由实测异常曲线上取得 md 和极值比 K ，并由 K 值在表

中查得 si ， f 及φ值，分别代入式（7-2-1）和（7-2-2）解得 R 和 sm ：若已知截面磁化强度

sM ，则又可求得球的中心剖面内最大截面积 S ，进一步可解得球体的体积。 

当
o60>si 时，也可利用零值点特征线段来求解，其计算公式为 
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式中 qp, 分别为异常极大值对应的横坐标点至两侧零值点坐标间的特征线段。利用式

（7-2-3）求得 maxx 长度后，由极大值对应的横坐标点间极小值一侧取 maxx 的长度便定出原

点位置。也可用 maxaT 所对应的横坐标确定原点（即球心在地面上投影点的位置）。 

表 7-2-1 K 与 f 、ϕ 与 si 角的函数关系 

si  o0  o15  o30  o45  o60  o75  o90  

K  1.00 0.53 0.29 0.15 0.10 0.04 0.02 

f  1.00 0.98 0.92 0.83 0.72 0.61 0.50 

ϕ  0.43 0.56 0.70 0.82 0.92 0.98 1.00 



（二）无限延深厚板 

斜磁化无限延深厚板的磁场表达式由一个偶函数 )(xf 和奇函数 )(xϕ 组成，而奇偶函数

恰是顺层磁化时的 //aH 和 //aZ 。因此，利用奇偶函数的性质将斜交磁化厚板的 aZ 曲线分解

为 )(xf 和 )(xϕ 之后，应用 )(xf 及 )(xϕ 曲线来进行反演。 

已知斜磁化厚板 aZ 表达式组成为 

)()(sincos //// xxfHZZ aaa ϕγγ +=+=               （7-2-4） 

γ 为磁化特征角。利用奇偶函数性质有 
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故有： 
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若要根据式（7-2-6）实现 aZ 曲线分解，首先要确定原点，令 0=
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x
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利用磁异常的极大值与极小值之代数和所确定的原点必在这两个极值之间，计算公式为 
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当确定了原点之后，便可对称地取 )(xZa 和 )( xZa − ，代入式（7-2-6）求得 aZ 曲线的

半差曲线 )(xϕ 及半和曲线 )(xf ，且两者分别与顺层磁化的 //aH 及 //aZ 曲线形态特征完全

相同，仅幅值差 γsin 倍和 γcos 倍，所以斜磁化厚板求解反问题完全可用分解后的 )(xf 和

)(xϕ 曲线来实现。 

利用 )(xf 曲线求解；由式（7-2-8）知道 )(xf 曲线的极大值 max)(xf 为 
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于是利用顺层磁化无限延深厚板的 //aZ 表达式可以得到其半极值及1/4极值点所对应的

横坐标特征线段 2/1d 及 4/1d ，见图 7-2-1。由此解得上顶中心埋深及厚板宽度 b2 ，计算公式
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当 hb = 时， 
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当 hb >> 时， bxG =  

由式（7-2-7）可知，利用原曲线极值间线段 md 可求磁化特征角γ  
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若已知 sM 或 a 角其中的一个，则利用式（7-2-12）便可确定另一个量。对于顺层磁化

厚板的 //aZ 曲线解反演问题仍可利用上述计算公式，并可利用拐点来圈定其厚板的上顶边

界。 
 
 
 
 

 
图 7-2-1 厚板状体 Za 异常曲线分解及特征线段                   图 7-2-2  经验切线法 

二、切线法 

切线法是利用过异常曲线上的一些特征点（如极值点，拐点）的切线之间的交点坐标间

的关系来计算磁性体产状要素的方法。该方法简便、快速、受正常场选择影响小，在航磁 TΔ
异常的定量解释中曾得到广泛应用。 

（一）经验切线法 

经验切线法是最早的一种切线法，如图 7-2-2 所示，过 aZ 曲线极大值两侧拐点作两条



切线，它们与过极值点的切线（若无极小值时，用 x 坐标轴替代过极小值的切线）有四个交

点，其坐标分别为 0x 、
'x0和 mx ，

'
mx ，则求埋深的经验公式为 
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用理论曲线进行实际计算结果表明：经验切线法对顺层磁化无限延深的板状体(当 hb =

时），垂直磁化有限延深直立板状体（当 hlhb <= 2, 时）一般能获得较好的效果。而对三

度体及其它二度体效果较差，为了提高切线法的计算精度，并能利用多参量求解，人们提出

了针对各种形体和斜磁化条件下的带校正系数的切线法。 

（二）斜磁化二度无限延深板状体的 TΔ 异常切线法 

由二度板状体规格化公式知道 
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为了讨论方便，可不考虑系数
si
I
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，因为它不改变异常的形态特征，仅影响其强度，

故在计算磁化强度时才加以考虑，则上式可简写为 

θθ sinHcosZT //a//a +=Δ                  （7-2-15） 

分别求出对 x 的一次，二次导数 
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式中 xf ， xxf 及 xϕ ， xxϕ 分别为 //aZ 和 //aH 的一阶，二阶水平偏导数，若令 0=Δ xT ，

则可得 TΔ 曲线的极值点横坐标 maxx 及 minx ；若令 0=Δ xxT ，又可得其拐点的横坐标 4Gx ，

1Gx 。进而还可得出极值 maxTΔ ， minTΔ 及拐点处的场值 4GTΔ ， 1GTΔ ，过拐点处切线 21 , LL

的斜率 mGxmGx TT 14 )(,)( ΔΔ ，以及特征线段 0x ， 04x ， 1mx 和 4mx 等 14 个基本参数，见图

7-2-3。 
为了求得地质体的埋深，宽度和磁化强度，对这 14 个参数可以有多种组合。合理选择

两类组合，一类是以角参量θ 为主的组合；另一类是以拐点为主的组合。这些组合均有严格

的数学关系式，经计算，编出求磁化强度时的系数列线图 7-2-4（或系数表）以便进行切线

法反演计算。  
TΔ 异常的切线法解反演问题可分为两种具体方法，一是θ 角法，另一个是拐点法，现

将拐点法计算步骤介绍如下： 

1） 由实测 TΔ 曲线上取
max1

max4

xx
xx

G

G

−
−

的比值； 



2） 根据此比值查列线图 7-2-4，确定系数 hK 、 bK 和 MK 的值； 

3） 按下式求得 h ，b 和 sM  
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由图 7-2-3 和式（7-2-17）可见，本方法与正常场选择无关，也不需要确定原点，只要

两拐点附近曲线未受干扰即可。角参量
o60≥θ 时，均能获得较好的解释效果。且对 aZ 异

常求解 h 和b 也适用。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7-2-3 切线法特征线段                    图 7-2-4 拐点法参量列线图 

第三节 沃纳（Werner）反褶积方法 

从大量的磁测资料来确定磁性基底、磁性岩体及其构造边界，如切线法等一类人工解释

方法往往工作量大，而且带有主观性。Hartman，Tesky，Friedberg 等人对 S.沃纳 1953 年提

出的一种快速反演方法进行推广，该方法利用总磁场强度异常及其水平梯度异常剖面，反演

解释下延无限的直立或倾斜薄板、接触带。它以简单薄岩墙模型为基础，把复杂的非线性反

演问题线性化，其做法是对简单模型的公式进行变形和简化，建立线性方程组来求解含有 7
个或 4 个未知的中间变量，再由这些中间变量来获得模型体的水平位置、上顶埋深，磁化

强度的大小及方向等一系列参数。沃纳（Werner）反褶积方法一个重要的优点是解释人员不

必预先知道待反演解释模型的形态及磁性参数。 



一、方法原理 

已知直立无限延深薄脉磁异常 aZ 、 aH 和 TΔ 的表达式为 

0
2 2

0
2 2

2
4

2
4

z x
a

x z
a

b M h M xZ
x h

b M M xH
x h

μ
π
μ
π

−⎧ =⎪⎪ +
⎨ −⎪ = −
⎪ +⎩

�

�
 

2 2

Ax BhT
x h
+

Δ =
+

                        （7-3-1） 
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式中：b 为脉宽；h 为薄脉埋深； xM 为磁化强度 M 的 x 分量； zM 为 M 的 z 分量；I 为正

常地磁倾角；α 为薄脉走向与磁北夹角。解式（7-3-2）可得： 
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若坐标原点有任意横坐标 0x ，则式（7-3-1）可改写为 
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经运算后可得： 

           2
0 1 0 1a a x b T b x T x T+ + Δ + Δ = Δ                 （7-3-4） 

式中：
2 2

0 0 1 0 0 1 0, , , 2a Ax Bh a A b x h b x= − + = = − − =  

若有一个等间隔的四点 Werner 算子，选其中第二点作为参考点，则有： 

1 2 3 4( ,0), ( ,0), ( ,0), ( 2 ,0)T T x x T T x T T x x T T x xΔ = Δ −Δ Δ = Δ Δ = Δ + Δ Δ = Δ + Δ  

其中：x 是算子第二点的横坐标， xΔ 是算子中相邻两点的距离。若 1 4, ,T TΔ ΔL 分别代

入式（7-3-4），可得一个含有 4 个未知数的线性方程组，则有关系式： 
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由于以第二点为参考点，且 xΔ 为一个单位，故上式无长度量纲。式中 0a 、 1a 、 0b 、 1b



是未知数，若已知
41, ,T TΔ ΔL ，则解此式即可求出 0a 、 1a 和 0b 、 1b 。进一步用下式便可

求出所需参数 0x 、h 和 xM 、 zM 等 

2
0 1 0 10.5 , 0.25x b h b b= = − −                  （7-3-5） 
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上式中 P、Q 可由已知 I、α 的角求得。最后换算得到以实际长度表示 xΔ 后的几何参

数和磁性参数计算式： 

脉水平位置 0 10.5x b x x= Δ +   

脉埋深 2
0 10.25h b b x= − − Δ                            （7-3-7） 

磁化率 
2 2

0
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,| |
| |
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= 为正常地磁场模             （7-3-8） 

其中 xM 、 zM 是由式（7-3-7）表达的 h 代入式（7-3-6）计算而得。 
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需要指出： 

○1 h 为实数，必须满足条件
2

0 10.25 0b b− − > ，该条件与 Werner 算子的尺度有关。若

算子选得太小，得到决定算子尺度的四点位于异常的线性段，则由此计算的深度偏大；反之

若算子取得太大，则包含了相邻异常影响，致使计算结果不正确甚至不满足实数条件。算子

尺度的最佳选择应在单峰异常以内并且足够小，但又要充分覆盖异常的斜率变化段及曲线的

弯曲部分，使之满足为实数的条件。其选择要视异常的实际情况而定。 

○2 由式（7-3-3）和式（7-3-8）可见，要求出磁化率必须已知脉宽；反之，要求出脉宽

必须已知磁化率。 

○3 式（7-3-9）给出的是有效磁化强度与垂直方向（直立脉）的夹角，对于倾斜脉则有

//

arctan M
M

γ ⊥= 。式中M⊥为垂直于脉体倾向的有效磁化强度分量， //M 为平行于脉体倾向

的分量，故γ 角为有效磁化强度方向与倾向之间的夹角。若已知有效磁化倾角 is，则可求出

脉状体倾角 si+= γα '
。 



○4 在倾斜脉情况下，脉的顶宽
'b 与真宽 b 有关系

' 'sinb b α= ，在计算磁化率时需给定

b。 

考虑到接触带的
T
x

∂Δ
∂

曲线相当于接触面处存在一产状和埋深与接触面相同的薄脉体

的 TΔ 曲线，用上述方法作反演，其过程完全相同。 
 
在薄脉情况下、又存在背景场时，仍可采用 Werner 反褶积方法使非线性磁异常化为线

性方程组，以简化反演问题。若设背景场为二次多项式
2

0 1 2C C x C x+ + ，则有： 
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经整理后有： 

              2 3 4 2
0 1 2 3 4 0 1a a x a x a x a x b T b x T x T+ + + + + Δ + Δ = Δ        （7-3-10） 

式中：
2 2

0 0 0 0 0a Ax Bh C h C x= − + + + ；
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式（7-3-10）表示含有七个未知数的线性方程，若代入七个已知的 TΔ 值及其相应的横

坐标 x，则可列出线性方程组，并解出下列未知数： 
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⎩

      （7-3-11） 

当求出 A、B 后，便可利用式（7-3-3）计算 xM 、 zM 。一次计算不一定能够完全消除

背景场，可以通过迭代方法来消除。 

二、计算步骤 

1、设置一个一定大小的 Werner 窗口，让窗口沿异常曲线(总场，水平梯度)剖面逐点移

动，每移动一次就计算得出一个 Werner 解。 
2、逐次加大 Werner 窗口的宽度，得到不同 Werner 窗口的结果。 
3、利用统计筛选的方法把那些偏离真解太大的沃纳解剔除掉，具体做法是： 
（1）分别求出沃纳解的平均值，即水平位置，上顶埋深，板状体倾角和磁化率： 

（2）计算它们的标准差，σx0，，σh，σa , σk . 
（3）去掉偏离真解太大的解，如我们要求沃纳解很集中，则以一倍均方差作为选择的

标准： 
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把不满足以上标准的沃纳解剔除,否则以 nσx0，，nσh，nσa , nσk 作为标准重新选择沃

纳解。 
（4）在缩小了范围的沃纳解中，重复（2），（3）步骤，逐次地求均值和方差，逐次剔

除那些偏离均方值较大的解，把最后的结果用可视化技术在屏幕上实时显示并作图输出。 

三、理论模型 

图 7-3-1 是 4 个不同板宽，不同倾角，不同深度和不同磁化率的组合薄板模型沃纳反褶

积的计算结果，组合薄板模型上方的黑点表示沃纳反褶积的计算深度，对于这样的复杂水平

迭加模型，沃纳反褶积也能够精确地反演出模型深度值。 

 
图 7-3-1  多个不同板宽、倾角、埋深及磁化率组合模型沃纳反褶积计算结果 

  

第四节 欧拉（Euler）齐次方程方法 

欧拉（Euler）齐次方程法又称欧拉反演方法。该方法不必预先知道待反演场源的形状、

磁性参数等，能够自动、快速估算场源水平位置与埋深。它根据欧拉齐次方程的原理，利用

磁异常及其水平一阶导数，地质体的“构造指数”来确定场源的位置。自 20 世纪 80 年代中

后期以来，欧拉齐次方程方法已得到了较为广泛的应用，尤其是适用于大面积磁测数据的反

演解释。与第三节沃纳（Werner）反褶积方法相比，它们都是快速反演方法，但欧拉（Euler）
齐次方程法不仅能够用于二度，而且能够用于三度磁异常的反演解释。 

一、方法原理 

已知一些特殊形状场源的位场为 N 阶齐次方程，N 阶齐次方程也满足欧拉方程，欧拉

方程的表达式为 
                       r T NT∇ = −�                           （7-4-1） 

式中： r 为场源点到观测点的距离向量；T 是磁异常； N 是方程的阶数。该方程的一

个解为 



/ NT rκ=  

在磁异常情况下，κ 为一常数，N 可认为是异常幅值随距离增大的衰减率。针对任意起

伏地形，将磁异常视为区域场与点源场之和，则具体的欧拉方程式（7-4-1）可表示为 

     (1) (2) (2) (2) (3) (3)
0 0(1) (2) (3)( ) ( ) ( ) ( )T T Tl l l l l l N B T

l l l
∂ ∂ ∂

− + − + − = −
∂ ∂ ∂

          （7-4-2） 

式中：（
(1) (2) (3), ,l l l ）为观测点的笛卡儿坐标系的三个正交坐标轴；（

(1) (2) (3)
0 0 0, ,l l l ）为

场源中心点的坐标；T， (1)

T
l
∂
∂

， (2)

T
l
∂
∂

， (3)

T
l
∂
∂

为磁异常及其在
(1) (2) (3), ,l l l 方向的梯度；N 为

构造指数；B 为区域场或背景场。 
当观测面水平时，或尽管观测面不水平，坐标系的两个坐标轴设置成水平并恒定不变；

这样，
(1) (2) (3), ,l l l 通常表示成 x，y，z，式（7-4-2）变成以下式（7-4-3） 

        0 0 0( ) ( ) ( ) ( )T T Tx x y y z z N B T
x y z

∂ ∂ ∂
− + − + − = −

∂ ∂ ∂
       （7-4-3） 

方程式（7-4-3）还可写为 

      0 0 0
T T T T T Tx y z NB x y z NT
x y z x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
      （7-4-4） 

如果能测量或计算出磁异常及其梯度值，方程（7-4-2）只有五个未知数
(1) (2) (3)
0 0 0, ,l l l B和

N（或 0 0 0, , ,x y z B 和 N ）。一般而言，需要根据场源形状或有关异常性质的先验知识来选择

构造指数 N 。这样，可以利用三个或更多相邻观测点的数据（组成一个观测移动数据窗口，

对于剖面数据为若干数据点构成的数据段，而对于平面网格化数据则通常为矩形数据窗口），

通过解方程（7-4-4）组成的线性方程组便可计算出场源位置。在整个异常区将移动窗口从

一处移到相邻的另一处，可以求得同一场源的多个解，这些解汇聚的位置可以被认为是场源

中心点的位置。显然上述公式适用于起伏地形。 
理论研究表明，对于一些形状规则的异常源， N 为一恒定的正整数。例如，对于单磁

极线源 1N = ；偶磁极线源 2N = ；偶极子源 3N = 。对于这些异常源，若能正确地选择 N ，

则利用该方程能够准确地求出异常源的位置。若选择错误的 N ，将会导致解的发散。 
从欧拉方程三维场源参数解的理论分析可知，移动窗口的大小、移动窗口所处位置以及

构造指数 N 值选择的正确与否是影响场源参数数值解稳定性的三个主要因素。 

二、理论模型   

图 7-4-1 是二度欧拉齐次方程法确定磁源体位置与深度的例子。理论模型为一个垂直薄

板状体，水平位置与上顶埋深分别为 150m 与 10m，将理论模型的磁异常及其换算的水平与

垂直一阶导数按程序对话框输入并运行程序，程序自动计算得到的磁性体水平位置，垂直位

置并把计算结果投到图上，可以看到在水平位置为 150m，垂直位置为 10m 处计算结果非常

密集，再人工用鼠标选择一个合理的计算结果。该计算结果与理论模型吻合很好。 



 

  
图 7-4-1   欧拉方程法确定磁源体位置与深度的程序对话框 

 

第五节 最优化反演方法 

根据磁测资料进行推断解释的目的是要解决测区内的磁异常是由什么地质体引起的，岩

石、地质构造和矿产的分布情况，以及引起磁异常的地质体（或矿体）的空间位置、大小、

形状和产状如何？最优化反演方法是一种自动反演方法，其实质是选择法，它将实测资料与

已知形状、产状的模型体所产生的理论异常对比，反复修改模型体的大小、产状等参量，使

理论曲线和实测曲线尽可能拟合，则取该理论曲线对应的模型体作为实际地质体解释的结

果。用最优化法进行磁异常反演的步骤如下: 
(1) 给出实测磁异常及测点的坐标； 
(2) 选择进行解释的地质体模型，如二度倾斜有限延深板状体，三度倾斜长方体等；  
(3) 给出地质体模型参量(包括物性、空间位置、大小等)初始估计值(称初值)；  
(4) 计算地质体模型的理论异常,并将该异常与实测异常对比；  
(5) 根据理论曲线与实测曲线的符合程度,即它们之间差异,判断是否需要修改地质体参

数重新计算对比； 
(6) 若理论曲线与实测曲线的符合程度不满足预先给定的要求,则修改地质体模型的参

量,以使理论曲线与实测曲线之间的差异不断减小,如此反复迭代,直到满足要求为止；  



(7) 输出最后模型体的参数,作为解释结果。 
在上述步骤中提出了两个重要的问题:一是如何评定理论曲线与实测曲线之间的符合程

度以及要求满足的精度标准(即收敛标准) ,二是如何修改地质体模型的参量。 前者是一个判

定准则的选择,后者是对数学上求多参量非线性函数极值的最优化方法的选择。最基本的最

优化方法有最小二乘法（即高斯法）与最速下降法（即梯度法）但高斯法常常不能保证收敛；

梯度法虽然能够收敛，但收敛速度太慢。阻尼最小二乘法是对上述两种方法改进的一种 方

法。 

一、方法原理 

我们设观测异常以 kTΔ 表示， k 为观测点号， 1 2 3 m mk = ，，，...， ； 为观测点数。 

设所选模型体的理论异常以 TΔ 表示， TΔ 是观测点坐标和模型体参量的函数，即 

1 2( , , , , , , )k k k nT f x y z b b bΔ = LL                 （7-5-1） 

式中 , ,k k kx y z 为观测点坐标； 1 2, , , nb b bLL 为模型体位置、大小、产状和物性等参量；

n 为参量个数。 
通常，实测异常和理论异常之间的符合程度用各测点上两者之间偏差的平方和表示，我

们以φ表示，即 

   [ ]2
1 2

1
( , , , , , , )

m

k k k k n
k

T f x y z b b bφ
=

= Δ −∑ LL                （7-5-2） 

在式（7-5-2）中， 1 2( , , , )T
nx b b b= LL 为待求的模型体参数，故φ可以视为 b 的函数，

( )bφ φ= 。 

在最优化选择法的计算中，要实现自动修改模型体的参量，计算模型体参量的改正量，

即如何求一组参量 x 使 ( )xφ 为极小。设给定模型体初始参量以
(0) (0) (0)
1 2, , , nb b bLL 表示，求

一组关于模型体参量的改正量 1 2, , , nδ δ δL 来修改给定的初始参量，即 

(0)
1 1 1

(0)
2 2 2

(0)
n n n

b b

b b

b b

δ

δ

δ

⎫= +
⎪

= + ⎪
⎬
⎪
⎪= + ⎭

LL LL
                            （7-5-3） 

写成向量的形式为 

 (0) ( 1, 2, , )i i ib b i nδ= + = LL  

如第一次迭代，则为
(1) (0) ( 1, 2, , )i i ib b i nδ= + = LL ，这样便求得关于模型体参量的第



一次迭代的一组新值。如果将这组值代入（7-5-2）中能使φ值减小，则这一次迭代成功。

经过多次迭代后如果第 j 次的模型体参量能在给定精度范围内使φ取得极小，则第 j 次的模

型体参量
( ) ( ) ( )

1 2, , ,j j j
nb b bLL 为解释结果。在这个准则下的选择法就称为在最小二乘意义

下的最优化选择法。 

我们称φ为目标函数，最优化方法的关键在于求出使φ取极小的改正量δ 。为解决这个

问题可以有多种算法，这里介绍最小二乘法，最速下降法和阻尼最小二乘法。 
（一）最小二乘法（高斯方法） 

为讨论方便，我们把（7-5-1）式以向量形式表示。考虑在δ 的迭代过程中 , ,k k kx y z 不

变，故有： 

                            ( )T f bΔ =
v

                             (7-5-4) 

式中： 1 2( , , , )T
nb b b b=

v
LL 。b

v
表示向量 b，T 表示转置。同样（7-5-2）式写成向量形式： 

( ) ( )
T

T f b T f bφ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δ − ⋅ Δ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
v v

                      (7-5-5) 

再有 1 2( , , , )T
nδ δ δ δ=

v
LL 。 

一般来说， f 是b
v
的非线性函数，直接求b

v
和δ

v
是很困难的。通常是将 f 在b

v
附近线

性化。在
(0)b
v

附近将 f 作泰勒展开，并略去δ
v
的二次和二次以上的项，有： 

               (0) (0)( ) ( )f b f b Pδ δ+ = +
v vv v

                         (7-5-6) 

式中P为雅可比矩阵： 

(0)
i

m n
i b b

fP
b×

=

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ v v

                             (7-5-7) 

将式（7-5-6）代入式（7-5-5），可得φ的线性化近似值，以φ̂表示： 

(0) (0) (0)ˆ( ) ( ( )) ( ( ))
T

b T f b P T f b Pφ δ δ δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = Δ − − ⋅ Δ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
ur urv v vv v v

          

  (0) (0) (0)( ) ( ) 2 ( )
T T T TT f b T f b T f b P P Pδ δ δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δ − ⋅ Δ − − Δ − ⋅ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ur ur urv v v v v
 (7-5-8) 

使φ̂为极小，则δ
v
应满足关系： 

(0)
ˆ

2 ( ) 2 0T TP T f b P P
f
φ δ∂ ⎡ ⎤= − Δ − + =⎣ ⎦∂

ur v v
v                         



令                   (0), ( )T TA P P g P T f b⎡ ⎤= = Δ −⎣ ⎦
ur vv

 

则有                            A gδ =
v v

                              (7-5-9) 

由上式可解得：                  

 1A gδ −=
v v

                             (7-5-10) 

在实际处理中，当观测值给出，模型体选定并给出初值后， , ,P A gv均可计算出。求解

方程式(7-5-10)即可得δ
v
。 

前已说过，非线性问题需要反复迭代和修正，关键在于泰勒展开式（7-5-6）是近似的，

因此求得的b
v
，δ

v
也是近似的。其近似程度依赖于δ

v
的大小。若δ

v
过大，则δ

v
的二次项及

二次以上项不能忽略，这就不能保证平稳的收敛于φ的极小值。 

以上方法通常称为高斯法，高斯法在应用时，要求矩阵 A 是正定的和非奇异的，否则

就不能区分极大，极小与鞍点，或者不能求解。高斯法应用的另一个困难是迭代过程常常不

稳定。 
（二）最速下降法 

最速下降法的思想是这样：要求 ( )bΦ 的极小值，从
(0)b 出发，应该沿着函数Φ减小得

最快的方向去找。 

 
图 7-5-1 二次型梯度法求极小路径示意图 

从
(0)b 出发，函数

0( )bΦ （ ）
点减小得最快的方向是什么方向呢？这应当是函数Φ在

(0)b

点的梯度方向的反方向。我们知道在
(0)b 点函数Φ的梯度矢量为： 

(0)

1 2

( , , , )
b b

n

grad
b b b =

∂Φ ∂Φ ∂Φ
Φ =
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LL                       (7-5-11) 

若另取一个方向Ｃ，在
(0)b 点 ( )bΦ 在Ｃ方向的变化速率为 



0 0 0
1 2

(0)
1 2

0 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
n

nb b b
n

d b C C C C
d b b bα

α
α =

∂Φ ∂Φ ∂Φ⎡ ⎤Φ + = + + +⎢ ⎥ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
LL（ ） （ ） （ ）    (7-5-12) 

由上式可见函数Φ在
(0)b 点沿 C 方向的变化速率就是在

(0)b 点函数Φ的梯度矢量在 C

方向上的投影，显然 C 与 gradΦ重合时此值最大，所以 ( )bΦ 在
(0)b 点增加最快的方向就

是 gradΦ方向，而其反方向就是函数Φ减小最快的方向，我们将该方向记为 gδ 。所以最

速下降法有时也成为梯度法。 

我们沿着最速下降方向 gδ ，寻找校正量δ ，这时（7-5-3）式可以写成： 

(0)
gb b λδ= +  

式中                          
1 2

( , , , )T
g

nb b b
δ ∂Φ ∂Φ ∂Φ

= −
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L  

问题在于如何求得λ，使 

(0) (0) (0)
1 2

1 2

( ) ( ) ( , , , )n
n

b b b b
b b b

λ ∂Φ ∂Φ ∂Φ
Φ = Φ = Φ − −
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LL        (7-5-13) 

取极小。 

因为函数Φ为非负，如果 gλδ 较小，将
(0)( )gb λδΦ + 泰勒展开到一次项，可写出： 

2(0)
0 0 0( ) T

g g gb gradλδ λδ δ λΦ + = Φ − = Φ − Φ        (7-5-14) 

使Φ取极小，我们取等式右边为零，由此可得： 
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         (7-5-15) 

将λ代入可求出第一次迭代的修正值
(1)b ： 

(1) (0) 0
2

0

b b
grad

Φ
= − ⋅Φ

Φ
                 (7-5-16) 

以
(1)b 作为新的初值，继续沿

(1)b 点函数的 gδ 方向进行计算，求出λ和第二次迭代更正值，

如此继续下去，即可最后逼近Φ的极小值。其迭代过程如图 7-5-1 所示。 
最速下降法一般能保证收敛，但收敛速度常常很慢，特别在函数Φ的 n 维椭球面是拉

长椭球面的情况更是如此。 
（三）阻尼最小二乘法（马奎特法） 
阻尼最小二乘法也称马奎特法，1963 年，马奎特高斯法做了有效的改正，这种方法在

实际应用中应用效果较好。 



由前面叙述我们知道，用高斯法进行迭代时，校正矢量的步长较大，如果初值给的较

好，也能快收敛，但它的收敛性不稳定，当初值不好时则容易发散，而最速下降法的情况正

好相反，它一般能保证收敛，但步长很小，计算很费时间。 

另外，高斯法的校矢量的方向( tδ )和最速下降法的方向( gδ )也往往不一致，特别是当

( )bΦ 的等值面是拉长椭球的情况，两者方向之间的夹角 r 可达 80-90°，如图 7-5-2 所示，

例如对于二次型，高斯法的方向是直接指向Φ的极小点，而最速下降法方向 gδ 是负梯度方

向，它是垂直通过
(0)b 点函数的等值面的。正因为这样，对于非线性函数当等值面拉得很长

时， tδ 远远偏离负梯度方向。这是造成高斯法经常失败的主要原因。 

 

 
图 7-5-2 

阻尼最小二乘法是在高斯法和最速下降法之间取某种插值，它力图以最大步长前进同时

又能紧靠负梯度方向，这样既能保证收敛，又加快收敛速度。它的基本思想是：在迭代过程

中的每一步。尽量使用接近高斯改正量的方向，以使校正步长尽可能的增大，如当这种情况

不能收敛时，则改用接近最速下降法的方向 gδ ，同时缩小步长，以保证收敛。阻尼最小二

乘法的校正矢量我们以 0δ 表示。 

     实现这种思想的数学方法，只要将方程 

tA gδ =                                  (7-5-17) 

改变为 

                  0( )A I gλ δ+ =           （λ >0）          (7-5-18)  

就可以了。式中 0δ 是我们需要求得的对参数的校正矢量，即马奎特校正矢量，I 为单位矩阵，

λ为我们选取来控制校正方向和步长的任意正数，校正矢量 0δ 是λ的函数，即 

0 0 ( )δ δ λ=  

     由式(7-5-17)变成方程式(7-5-18)，改善了收敛性，这是很明显的，如果矩阵 A 是奇异的，

当λ >0 时(A+λ I)则为正定的。 

由式(7-5-12)，当λ =0 时， 0 tδ δ= ，马奎特法退化为高斯法，而当λ →∞时， 0
1 gδ
λ

= ，

g 是最速下降法的方向，这时马奎特校正方向就是最速下降法的方向。由此可见： 

(1) 当λ越来越大时， 0δ 的长度越来越小，且 



0lim 0
λ

δ
→∞

=  

这里 0δ 表示矢量 0δ 的长度。 

(2) 当λ由零逐渐增大时， 0δ 的方向逐渐由高斯法方向 tδ 转向最速下降法的方向 gδ ，λ  

越大 0δ 越接近 gδ 。 

   （3）对λ >0 的任意实数， 0δ 方向使
∧

Φ在半径为 0δ 的球面上取极小。 

上述(2)说明 0 ( )δ λ 当λ 增大时是越来越接近Φ的负梯度方向，即总是指向Φ的下降方

向。又根据(1)，当λ →∞时， 0 0δ → ，因此，对于任意第 l 次迭代值
( )lb ，我们总可以找

到充分大的λ，使 

( ) ( ) ( )
0( ( )) ( )l l lb bδ λΦ + < Φ = Φ  

如果我们取
( 1) ( )

0
l l lb b δ+ = + ，就保证了Φ在每次迭代中改善。所以上述(1)，(2)是保证下

面迭代过程得以稳定进行的理论依据。而(3)则说明在跨出同样步长的情况下，以 0 ( )δ λ 的方

向为最好，这便从理论上说明了这种方法的优点。 
（四）阻尼最小二乘法的计算步骤 
图 7-5-3 是阻尼最小二乘法的计算框图。我们来看看阻尼最小二乘法在计算机上是怎样实

现的。上述待求的模型体参数用 1 2( , , , )T
nx b b b= LL 表示，为了与通常解方程习惯使用的符

号一致，以下改用待求的模型体参数用 1 2( , , , )T
nx x x x= LL 表示。 

(1) 输入模型体的初始值
(0)x 及实际观测值 TΔ 。对于二度体可选择下延有限板状体，下

延有限板状体其初始值
(0)x 包括板的上顶埋深

(0)h ，板的水平宽度
(0)2b ，板的下延伸度

(0)2l ，

板的倾角
(0)α ，板上顶中心在地面的投影位置

(0)
0x ，以及磁化强度的大小

(0)J 和方向
(0)
si 共 7

个参数。 

(2) 给定初始阻尼因子 0λ ，通常取
1

0 10λ −= 。迭代收敛标准ε 和迭代次数，它们是控制

迭代过程何时结束的控制量。而ε 大小应当很据观测资料的精度来确定。 

(3) 根据正演公式和给定初始值
(0)
0x 计算理论值 ( )f x ，并由理论值 ( )f x 和观测值 TΔ 计

算偏差平方和Φ。 
(4) 计算待求参数 x 对于模型参数的偏导数并形成雅可比矩阵。对于板状体即有

, , , ,
2 2

k k k
k

f f f f
h b l

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

L 是模型参数。 ( )k
m n

i

fP
x ×

∂
=

∂
为 ( ), ( 1, 2, , )kf x k m= L 在

( )rx 处的雅可比



矩阵。 

(5) 由雅可比矩阵 P 计算正规方程组的系数
TA P P= 和右端项 1 2( , , , )T

ng g g g= L ，

( )

1
( ) ( 1, 2, , )

m
rk

i k k
k i

fg T f x i n
x=

∂ ⎡ ⎤= Δ − =⎣ ⎦∂∑ L 。 

(6) 将正规方程组的系数矩阵 A 和右端项 g 规格化，则 

( )ijA a= ，规格化后
* ( / )ij ii jjA a a a=  

( )ig g= ，规格化后
* ( / )i iig g a=  

规格化后的目的是因为 A 矩阵中的 ija 数量级差别很大，为了减少误差。规格化后使 A

中的元素数量级上差别不会太大。规格化后 A 中对角线元素 ija 的值都为 1。 

(7) 把阻尼因子λ缩小γ 倍，γ 通常取为 10(这是当迭代成功时需要加大步长缩小阻尼因

子采用的。 

(8) 将阻尼因子加入到正规方程
* * *A gδ = 中

*A 的对角元素上得阻尼最小二乘法德正规

方程 

* * *( )A I gλ δ+ =  

注意到，由于我们采用高斯线性化方法和采用最小二乘法。这里求得的是模型参数的改正量

*δ 而不是模型参数。 

(9) 解正规方程得模型参数的改正量δ ，并得到这一次迭代模型参数值
(0): i i ix x x δ= +  

(10)根据本次迭代得到的模型参数 x 计算理论值和偏差平方和Φ。 
(11) 如果这一次计算的偏差平方和小于上一次的偏差平方和，则认为本次迭代成功，将

本次迭代的结果作为新的初值返回(4)进行下一次计算。否则，缩小步长放大λ，λ γλ= ，返

回到(9)重新解方程。 
(12) 如此迭代下去，当满足了规定的迭代次数或达到规定的精度，即可停止迭代，把最

后的模型参数 x 作为反演计算的结果。 



 

图 7-5-3  阻尼最小二乘法的计算框图 

二、理论模型 

图 7-5-4 二度板状体阻尼最小二乘法反演的模型实例，（a）是该方法软件的对话框，输

入模型参数、计算结果文件名，及剖面的点数、点距、迭代次数等参数，初始模型后，程序

会自动迭代进行反演解释，图(b)是表示自动迭代的过程，虚线模型为 0，1，2……次迭代结

果，实线为最终结果。 
 

输入初值，观测值，给定

λ0，ε，γ，λ=λ0 

计算理论值和偏差平方和，计算雅可比矩阵，

计算正规方程组系数 aij和右端项 gi 

将 A，g 规格化，λ=λ/γ 

将 A*对角线元素加λ得(A*+λI)δ*=g* 

解方程，求出 δ* 

xi=xi
(0)+ δi 

计算理论值 f 和 Φ

Φ0？ λ=γλ Φ0=Φ，x(0)=x 

满足精度？ 

是 
 停机 

否 



  
(a)                                        (b) 

图 7-5-4 二度板状体阻尼最小二乘法反演反演 

第六节 人机交互反演方法 

可视化技术是利用现代计算机显示和描述地下诸多地质现象的一种技术，广泛应用于地

质与地球物理解释。磁测资料可视化反演是指利用可视化技术，实现解释人员与计算机的交

互反演解释。实际观测的磁异常曲线（曲面或等值线图）、地质模型及其正演计算的磁异常

曲线在计算机屏幕上始终以图形或图像实体出现，解释人员可以直接对地质模型进行操作

（修改、反演），实时地计算修改地质模型并将所产生的磁异常值与实际观测值进行比较，

通过地质模型形态、物性的不断修改，使得磁异常正演计算值与实际观测值的逐步拟合以最

终达到反演目的。 
磁测资料人机交互反演采用的模型通常有 2D、2.5D 任意多边形截面水平柱体与 3D 任

意形状地质体。2D、2.5D 任意多边形截面水平柱体正演有解析式，3D 任意形状地质体则只

能采用近似积分方法。人机交互方法是通过在各个剖面上修改地质体的角点来实现实时拟合

和反演解释的，它充分地发挥了解释人员的经验，具有方便、快捷的优点。但是人机交互反

演也有反演解释结果随意性太大的问题，解释人员在做人机交互反演之前，应当了解地质情

况，并用其他的反演方法，如切线法，欧拉（Euler）齐次方程法等先对反演目标有一个初

步的判断，这样就可以大大地减少人机交互反演结果的多解性。我们以 3D 任意形状地质体

的人机交互反演为例说明。 
在我国的许多危机矿山，有大量已知的勘探线，钻孔已准确地控制了浅部矿体形态，且

矿体形态十分复杂，多个矿体、磁性岩体等互相组合，很难用简单的反演方法及模型来描述

矿体与围岩的复杂形态。因此，必须研究能够在一个勘探剖面、截面内精细修改，同时又是

三度体的人机交互反演方法。3D 任意形状地质体的人机交互反演方法的主要内容是： 
(1)采用任意三度体模型，其正演计算用数值积分法，即用辛普生积分和梯形积分实现

三度体磁场三重积分的近似计算。 
(2)为了便于修改模型，修改的过程是在剖面内完成，对 x，y 不同方向剖面逐条修改拟

合，每一次修改拟合的正演计算都采用数值积分对任意三度模型进行计算。 
(3)初始模型由已知的勘探线所控制的矿体、围岩形成，在此基础上交互反演主要用于

解释深部矿体。 
(4)在 Windows 环境下，用 Visual C 语言，OpenGL 函数实现立体模型与平面组合模型

的旋转、移动、放大、缩小，以及任意选择剖面、断面进行精细反演解释。 



一、3D 任意形状地质体磁异常的正演计算 

利用重磁位场关系的泊松公式，并令 1f ρ = ，同时假设地质体均匀磁化,则可得 P 点磁

位: 

                     

1
4 pU grad V
π

= − ⋅M
                            

(7-6-1) 

由 0 0pT grad U Uμ μ= − = − Δ ，可求出 P 点磁场三个分量： 

2 2 2
0

0 2

2 2
0 2

0 2

2 2 2
0
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4

4

4

a X Y z

a X Y Z

a X Y Z
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x x x y x z

VU V VY M M M
y x y y y z
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z x z y z z

μμ
π

μμ
π

μμ
π

⎧ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= − = + +⎪ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎪

⎪ ⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂⎪ = − = + +⎨ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎪ = − = + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎣ ⎦⎩

      (7-6-2) 

cos cos cos sin sinT Xa I A Ya I A Za I′ ′Δ = + +           (7-6-3) 

其中 MX，MY，MZ 为磁化强度的三分量，μ0 为真空中的导磁率，I 是地磁倾角，A 是测线

磁方位角，即 X 轴与磁北夹角。 
因此，重磁正演计算的基本公式可以归纳为 

             

[ ]

[ ]
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             (7-6-4) 

而 VZ , VXZ ,VYZ ,VZZ ,VXX ,VXY ,VYY 为 

3
Q P

Z Q Q Q
Q

z z
V dx dy dz

R
−

= ∫∫∫ ， 5

3( )( )Q P Q P
XZ Q Q Q

Q

x x z z
V dx dy dz

R
− −

= ∫∫∫  

5

3( )( )Q P Q P
YZ Q Q Q

Q

y y z z
V dx dy dz

R
− −

= ∫∫∫ ，

2 2

5

3( )Q P
ZZ Q Q Q

Q

z z R
V dx dy dz

R
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= ∫∫∫   

2 2

5

3( )Q P
XX Q Q Q

Q

x x R
V dx dy dz

R
− −

= ∫∫∫ ， 5

3( )( )Q P Q P
XY Q Q Q

Q

x x y y
V dx dy dz

R
− −

= ∫∫∫  

2 2

5

3( )Q P
YY Q Q Q

Q

y y R
V dx dy dz

R
− −

= ∫∫∫                                         

对于球体等规则几何形体，上述 7 个三重积分可以解析求出，而对于不规则形体，则只



能采用数值积分方法。 

二、三维数值积分 

如图 7-6-1 所示，我们用两种截面把一个任意三维地质体分割成许多小的棱柱体，每个

棱柱体相当于一个直立线元。沿 Z 轴的一重积分可以通过解析式求出。在求出各线元的作

用值之后，沿 X，Y 方向分别进行数值积分，即可求出整个地质体的作用值。 
   （一）线元作用值的计算 

以坐标原点为计算点，求出各个线元在 P 点作用值，记为 S： 
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 (7-6-5) 

上述积分可以解析求得： 
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        (7-6-6) 

其中
1

12 2 2 2
1 ( )Q Q QR x y z= + +  ， 

2

12 2 2 2
2 ( )Q Q QR x y z= + + 。 

当 xQ=yQ=0 时，即计算点 P 位于直立点线元正上方，则 

2 1

2 2

1 1 1[ ]
2

0

xx yy
Q Q

xy xz yz

s s
z z

S S S

= = −

= = =

⎧
⎪
⎨
⎪
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                   （7-6-7） 

 



图 7-6-1 积分法线元示意图 

   （二）X，Y 方向的数值积分计算 
如图 7-6-2 所示，在实际情况中，测线往往是不等间距的，而测点是等间距，在 X 方向

取一系列平行于 Y 轴的不等距截面，在 Y 轴取一系列平行于 X 轴的等间距截面，下面分

别计算 X，Y 两个方向的数值积分。 

 
图 7-6-2  X 轴方向截面 图 7-6-3 某 XQ 截面内一组垂直于 y 轴截面 

1）在 Y 方向的数值积分： 
S 为已经求得的线元作用值，整个异常源的作用值为 VK： 

1 2

1 1
( , ) ( , )

n n

K Q Q Q Q i j k Q Q
i j

V s x y dy dx w c s x y
− −

= =

= =∑∑∫∫        （7-6-8） 

式中 wi，cj 为 X，Y 方向数值积分的积分系数。 
由于 Y 轴方向上的截面为等间距且是奇数，故可采用等间距三点辛普生积分公式，记

截面值为 V(x) 

2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 1 1

V( ) [ 2 4 ]
3

n n n

j n l l
j i i

yx c s s s s s
+ −

+ −
= = =

Δ
= = + + +∑ ∑ ∑         （7-6-9） 

式中 Δy 即图中截面间距 dyQ。 
2）在 X 方向的数值积分. 
由于 X 方向截面为不等间距，截面可为奇数也可为偶数。因此，当截面数为奇数时，

采用不等距三点辛普生积分公式。当截面为偶数时，在最后一个积分区间 (2n-1，2n) 采用

梯形积分公式，其它区间仍用三点不等距的辛普生积分公式。 
○1 不等间距辛普生积分 
设三点不等间距积分结点 X 坐标为 X1，X2 和 X3，对应函数值 V（X1），V（X2），和 V

（X3）则： 
3

1

V( )
x

x
x dx∫  

对于被积函数 V（X）可采用拉格朗日二次多项式来描述： 
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                 (7-6-10) 



利用积分公式
21( )( ) ( ) (2 3 )

6
u a u b du u a u b a− − = − − +∫ 可以得出 
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   ○2 梯形积分公式 

[ ]2

2 1

2 2 1
2 2 1V( ) ( ) ( )

2
n

n

x n n
n nx

X Xx dx V x V x
−

−
−

−
= +∫          (7-6-11) 

   在求出 X、Y 两个方向的数值积分后，便可求得整个异常源对计算点的作用值 VZ，……，

VYY，将作用值代入相应的位场公式则可求得磁场值。 

三、人机交互反演在计算机上实现 

在 Windows 环境下，用 Visual C 语言，OpenGL 函数实现人机交互反演过程。可视化界

面在图形显示上有三种模式（如图 7-6-6，7-6-7）：活动截面平面模式（可编辑状态）、三维

断面排列模式以及三维立体显示模式，通过切换按钮进行切换显示。在模型编辑上提供了添

加（删除、移动）地质体、添加（删除、移动）地质体截面、修改地质体物性参数、添加（删

除、移动）地质体截面角点、图形缩放、图形平移滚动、勘探线与测网相对位置预览、读写

地质模型等功能，可以实现可视化反演过程中的所有操作。其步骤如下： 
（1）对磁测资料进行预处理； 
（2）根据磁测资料的特征，结合地质及钻孔资料，给出定性分析和初步解释； 
（3）建立 3D 模型。将已知的地质（矿）体、围岩、接触带、钻孔等信息矢量化，根

据定性分析的结果在各剖面中添加推断地质（矿）体，并可以通过任意拖动、增加、删除角

点来实现地质（矿）体形态的改变，同时地质（矿）体的属性（如：地质体走向的延伸长度、

磁化强度、地磁倾角、颜色、标注等等）也可以根据实际情况改变； 
（4）通过修改各剖面地质体的形态、位置、磁性参数等来拟合磁异常曲线，当拟合误

差达到精度要求后，得到最终的反演结果。 

  
图 7-6-6  三维可视化模型编辑主界面        图 7-6-7  三维可视化模型断面排列显示模式 

 



*第七节 磁化率与磁化强度成像方法 

   磁化率、磁化强度成像方法是一种物性反演方法，它将地下介质划分为多层多块网格状

的磁性体模型，在空间域建立目标函数用最优化反演方法求解，从而得到地下介质磁性分布，

类似于视电阻率概念，通过该方法得到的结果称为视磁化率或视磁化强度。 
磁异常是由地下磁性体在地磁场的作用下引起的，而地下介质是连续分布的，地下空间

中的磁性体可视为由一系列较高或者较低磁化率块体组成的磁异常区域。根据地面观测的磁

异常反演地下磁性体分布时，可将观测区域地下空间介质划分为一系列块体单元（2D 反演

将划分为矩形截面的无限长棱柱体），当块体单元足够小时，假设每个块体单元内部磁化率

均匀分布，允许不同块体单元具有不同的磁化率。根据位场理论，当不考虑剩磁和退磁影响

时，磁化率均匀的块体单元所产生的磁异常与磁化率成正比，比例系数仅仅与块体单元形状

及空间坐标有关。当块体单元大小位置固定时，比例系数可以预先确定出来，在反演过程中，

磁化率值是唯一描述地质体的参数，也是唯一需要反演的参数。这样，根据磁异常反演场源

体的问题就变成了反演磁化率的地下分布问题，称为视磁化率成像法。 

一、方法原理 

（一）正演计算 
如图 7-7-1所示进行网格剖分，将地下空间划分为致密排列的二度矩形截面棱柱体单元，

每个二度矩形截面棱柱体正演公式为板状体倾角为 90°的二度板状体正演公式。 
总磁化强度 M、有效磁化强度 Ms 和磁化率κ有如下关系： 

2 2 2cos cos sinMs M I A I= +  

0 0 0B Hμ= ， 0M kH=  ， 7
0 4 10μ π −= ×  

0

0

BM k
μ

= 或  0

0

k M
B
μ

=  

其中，B0 为地磁场强度， 0μ 为真空磁化强度，A 为测线磁方位角，I 为地磁倾角或总磁化

强度倾角。即当不考虑剩磁时，磁化强度与磁化率是正比例关系，比例系数仅与地磁场强度

有关。因此，通常是直接求解磁化强度而非磁化率。 

 



图 7-7-1 磁化率成像模型 

假设单元总数为 N，每一个棱柱体单元内的磁化率分布均匀，测线上有 M 个观测点。

那么，第 j 个棱柱体单元在第 i 个观测点的磁异常为 

ij ij jT G κΔ =  

式中， jκ 表示第 j 个棱柱体单元的磁化率； ijG 表示单位大小的磁化率的第 j 个棱柱体单元

网格在第 i 个观测测点的产生的异常，由正演公式可以求出。根据位场叠加原理，第 i 个观

测点的磁异常 iTΔ 是地下全部 N 个棱柱体单元在该点处的磁异常之和，即 

1 1

N n

i ij ij j
j j

T T G κ
= =

Δ = Δ =∑ ∑  

写成矩阵形式： 

11 12 1 11
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Δ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥Δ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L

M

M O M MM

L L

 

即 
T GκΔ =  

上式中， TΔ 为 M×1 维向量，表示 M 个观测点上的磁异常；κ 为 N×1 维向量，表示 N
个棱柱体单元的磁化率；G 为 M×N 维矩阵，称为核矩阵。 

（二）预优共轭梯度法反演 
    对于磁化率反演成像问题最终归结为求解线性方程组 

                                 Gm d=                            （7-7-1） 
的求解问题。通常，观测数据的个数远远小于地下模型参数的个数，即 M<<N ，因此，方

程（7-7-1）是欠定的，没有常规意义下的解，其最小方差解等价于求解方程 

T TG Gm G d=  

即                           Am b=                                （7-7-2） 
其中，A 为 N 阶对称正定矩阵，b 为 N 维向量，m 为未知的 N 维向量。而求解以上方程组

等价于求解二次泛函 
1( )
2

T Tm m Am b mφ = −  

的极小点。因此，可以运用泛函的 ( )mφ 二次终止性，沿共轭梯度方向搜索可快速的求出极

小值点,即原方程组的解。这种方法称之为共轭梯度法。 
    当模型参数个数 N 较大时，迭代次数应保持尽可能小，可能增加了难度。反演的收敛

速度受系数矩阵的条件数控制，对于密度成像反演来说，系数矩阵的条件数相当大，影响共

轭梯度算法的收敛。为避免迭代次数太大，提高共轭梯度法的收敛速度，VanDecar 和 Snieder
（1994）提出采用预优矩阵改善方程组条件数，并导出求解类似方程组的预优共轭梯度算法。 
     VanDecar 和 Snieder（1994）修改方程组（7-7-2）为 

T TPA A m PA bΔ = Δ  



式中，P 为预优矩阵，近似等于
1( )TA A −
，即

1( )TP A A I− ≈ （I 为单位阵）。因为 ( )TP A A 的

奇异值集中分布在对角线上，而且都非常接近 1，可见，预优矩阵可以改善方程组的条件数。

这种方法称为预优共轭梯度法，简称 PCG（Preconditioned Conjugate Gradient）法。预优共

轭梯度法是求解大型线性方程组的有效方法，通过合理选取一个预优矩阵 P，使得核函数的

特征值集中分布，提高了收敛速度,从而在地球物理反演中得到了广泛应用。 
   在磁化率成像反演中，通常磁化率分布集中于地表附近，而不是按照磁性体的真实深度

合理分布的，这类似于电法中的“趋肤效应”。这是由于构造模型的核函数是线性的，重磁

异常值与场源到观测点的距离呈指数衰减，导致核矩阵中数值随深度增加而急剧减小，相同

的棱柱体单元，深部的异常响应比浅部的要弱得多，对观测数据的贡献相对很小，故容易出

现“趋肤效应”。为减小“趋肤效应”，可以进行深度加权，简单可靠的预优矩阵 P=z3I，z
为块体单元中心埋深，I 为单位阵。Pilkington（1997）利用该预优矩阵进行 3D 磁化率成像，

得到了比较理想的结果。 

二、理论模型 

如图 7-7-2（a）所示的是磁性体理论模型，总磁化强度为 100000×10-3A/m，地磁倾角

I=45°，测线方位角 A=0°，磁化强度成像结果如图 7-7-2（b）下部所示，拟合结果见图

7-7-2（b）上部，如图 7-7-2（c）是软件输入参数的对话框。 

 

(a) 磁性体理论模型 

 
(b) 磁化强度成像结果 



 

(c) 输入参数的对话框 

图 7-7-2 磁化率成像反演 

*第八节 磁性界面快速反演方法 

一、重磁界面异常的正演　 

    在重磁界面反演中，常常把重磁界面划分成大量的离散的二度水平棱柱体或三度直立棱

柱体组合模型，由于未知参数太多不能采用直接解法，往往只能采用迭代法或其它方法。

Parker（1972,1973,1974）采用了连续模型，提出了频率域重磁位场正反演的理论公式，

Oldenburg（1974）把它推广成迭代形式并做了二维计算。由于引入快速富里叶变换，在相

同精度下，Parker 算法比离散模型的算法至少要快一个数量级以上。因此，Parker 法成为重

磁异常定量计算中的有力工具，可用于油气田勘探中研究基底构造的起伏变化及区域重磁资

料反演解释。 
   （一）重磁界面异常的正演　 

如图 7-8-1 所示的密度或磁性界面，其上下界面密度差为σ ，磁化强度差为 M ，为简

单起见，设 M 垂直向下，界面下一体积元 dv在观测点 ( , , )P x y z 产生的引力位为 

　　         [ ] 2/1222 )()()( ζηζ
σ

−+−+−
=

zyx
dvfdV

                    (7-8-1) 

其中 f 为万有引力常数（第五章万有引力常数符号用 G,这里为了区别核函数矩阵改用 f ）。 

 



 图 7-8-1 重磁界面示意图 

而体积元 dv在 ( , , )P x y z 点产生的引力场强度d gΔ 为　 

　　　   [ ] dv
zyx

zf
z
Vzyxgd 2/3222 )()()(

)(),,(
ζηζ

ζσ
−+−+−

−−
=

∂
∂

=Δ
        (7-8-2) 

若 ( , , )P x y z 点在地面，则有 

        
3/ 22 2 2

( , ,0)
( ) ( )

d g x y f dv
x y

ζσ
ζ η ζ

Δ =
⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦                    

(7-8-3) 

把上式简记为 

                          d g=f G dvσΔ � �                                  (7-8-4) 

其中 3/ 22 2 2( ) ( )
G

x y

ζ

ξ η ζ
=
⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦

是与观测点及场源点坐标有关的函数，称为核函数。 

     利用表示重磁位之间关系的泊松公式 

　　
1

4 pU grad V
Gπ σ

= − ⋅M  

式中 ,pU V 分别表示磁位和重力位，则有 

0
0 ( )

4
P

x xz y yz z zz
UZ M V M V M V
z G

μμ
π σ

∂
Δ = − = + +

∂
 

当垂直磁化时　              ZM gZ
f zσ⊥

∂Δ
Δ = ⋅

∂
 

ΔZ⊥记为ΔZ， ZM 记为M ，并注意到对 P 点的微分与对 Q 点的微分相差一负号，即

z ζ
∂ ∂
= −

∂ ∂
，对于一体积元有 

M gd Z dv
f zσ

∂Δ
Δ = ⋅

∂
 

         

3 22 2 2( ) ( )
M dv

x y

M G dv

ζ
ζ ξ η ζ

ζ

⎛ ⎞∂
= ⋅ − ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦

⎛ ⎞∂
= ⋅ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

记为                         d Z M T dvΔ = ⋅ ⋅                             (7-8-5) 

其中                             
GT
ζ
∂

= −
∂

 



设界面的平均深度为 H，将核函数 G 在 Hζ = 处用泰勒级数展开：　　 

( )

0

( , , )( , , ) ( )
!

n
n

n

G x y HG x y H
n
ξ ηξ η ζ ζ

∞

=

− −
− − = ⋅ −∑  

式中， ( )( , , )G n x y Hξ η− − 是在 Hζ = 处G 对ζ 的 n 阶导数。将G 对ζ 积分，从

( )H h H+ → ，其中h 是界面相对于平均深度 H 的距离，由于我们规定Z 轴向下为正，所

以在 Hζ = 以上h 为负，而在其下为正， h 是 ( , )ξ η 的函数，有 
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(7-8-6) 

类似于上式的推导，有 

( , , )
H H

H h H h

GT x y d dξ η ζ ζ ζ
ζ+ +

∂
− − = −

∂∫ ∫
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=∑

  
(7-8-7) 

式(7-8-4)，(7-8-5)是对界面内体积元 dv而言的，若对于整个界面，则有　 
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                (7-8-9)

注意到                 ( , , ) ( , ) 2 HSG x y H G u v eπ −= =% 　                    (7-8-10)

式中                          2 2 1/ 2( )S u v= + 为径向波数； 

　                  ( ) ( )( , , ) ( , ) ( ) 2n n n HSG x y H G u v S eπ −= = − ⋅%         (7-8-11)         

　  核函数 G 的垂向积分　 

                   ( 1)
1/ 22 2 2

1( , , )
( ) ( )

G x y H
x y Hζ η

− −
=
⎡ ⎤− + − +⎣ ⎦

          

                   ( 1) ( 1)( , , ) ( , ) 2 / ( )HSG x y H G u v e Sπ− − −= = −%               (7-8-12) 

将式（7-8-11），式（7-8-12）代入式（7-8-8）：　 

　   
1

1

( ) 2 2( , ) ( )
! ( )

n
n HS HS

n

S e eg u v f h
n S
π π σσ

− − −∞

=

⎡ ⎤− ⋅ ⋅
Δ = − +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ %  

                         
1

1

( )2 ( )
! ( )

n
n

HS

n

Sfe h
n S

σπ σ
−∞

−

=

⎡ ⎤−
= − +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ %  

                         
1

1

( )2 ( )
!

n
n

HS

n

Sfe h
n

π σ
−∞

−

=

−
= − ∑ %                     (7-8-13)  

   类似地，将式（7-8-10），式（7-8-11）代入式（7-8-9）得 
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若考虑 n=0 时，即泰勒展开式第一项在空间域为常数项，则有 
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π
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其中(
n

hσ % )为σ 与函数
nh 乘积的富氏变换，(

n

M h⋅ % )为M 与函数
nh 乘积的富氏变换。

式（7-8-13），式（7-8-14）即为频率域中密度界面产生的重力异常和磁性界面产生的磁异常

的正演公式。　 

当 ,M σ 为常数时， ,g ZΔ Δ %% 为：　 
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　若类似于前面的考虑，略去 n=0 项： 
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　  这里推导的（7-8-15'），（7-8-16'）是取 Z 轴向下为正，并且规定在平均深度之上的起伏

0h < ，平均深度之下的起伏 0h > ，因此（7-8-10）中平均深度 0H > ， ( , , )G x y H 的富

里叶变换 

HSevuGHyxG −== π2),(),,(~
 

通常，根据 Erdelyi（1954）积分变换表 
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H 即相当于-Z，二者相差一个负号，这样也就造成（7-8-11）式出现 ( ) ( 1)n n nS S− = − �  ，而

不是
nS 。考虑式（7-8-15），式（7-8-16）中的

nh% ，若我们规定 Z 轴向上，则在平均深度 H

之上的起伏 0h > ,反之 0h < ，这里
nh% 实际上隐含了 ( 1)n nh− % ，如果同时考虑 ( )ns− 中的

( 1)n− 与
nh% 中的 ( 1)n− ，那么式（7-8-16）就可以表示为 
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这与 Parker 导出的公式完全一致。上式表示，当给定了平均深度 H 及平均深度上的起

伏 ( , )h ξ η ，取泰勒展开式有限项数 3 8n = � ，就可以计算出
nh% 和 ( , )g u vΔ ，利用快速富

里叶变换即可得到空间域的重磁异常值 ( , ,0)g x yΔ 与 ( , ,0)Z x yΔ 。 

二、重磁界面异常的反演 

式(7-8-15')，式(7-8-16')是重磁界面正演计算公式，稍做一下变化，就可以当作反演迭代

公式。我们把和式中 n=1 的项写出并移项得： 
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若令等式右端的 h 值为第 i 次近似值，而等式左端的 h 为第（i+1）次近似值，即为 Parker
提出的迭代反演公式：  
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实践证明，这种迭代方式每次求的是 h 值，而不是 h 的修正量Δh，不容易保证迭代收

敛。可以采用另一种迭代方式。其步骤如下：　 

    （1）我们取(7-8-21)，(7-8-22)式的一级近似值，或者理解为初值
(0)h 等于零： 
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其中
)1(~h 表示 h 的一级近似值

)1(h 的频谱。　 

    （2）把一级近似值
(1)h% 代入式(7-8-15')、式(7-8-16')得： 
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（3）把
)1()1( ~,~ Zg ΔΔ 按下式求

)2(~h ： 
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   （4）把
)2(~h 反变换求得

)2(h ，则
)2()1( hh + 为 h 的二次近似值，把它代入式(7-8-15')、式

(7-8-16')求得 Zg ~,~ ΔΔ 的二级近似值
)2()2( ~,~ Zg ΔΔ 。 

    （5）按下式求
)3(~h ：　 
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则
)3()2()1( hhh ++ 为 h 的三级近似值，再继续求

)3()3( ~,~ Zg ΔΔ ，……，如此下去，直

到 h 的第n 次近似值与第 ( 1)n − 次近似值之差满足所要求的精度为止。这时得到的界面起伏

为 

∑
=

=
n

j

ihh
1

)(
　                       　　(7-8-31) 

    　 
用图 7-8-2a 反映的异常作为反演观测值，其数据包含 36 条线，每条线 30 个点，点、

线距均为 10km，界面平均深度 5km，磁化强度 50×10-3A／m ，线数、点数扩展幂分别为 7
和 6，迭代次数为 2，圆滑因子为 20，反演结果见图 7-8-2b。 
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a b  
图 7-8-2 帕克法磁性界面反演 

(a、观测值；  b、帕克法反演得到的界面深度) 

 
习  题  

1、什么是磁异常反演的多解性？请举例说明。 

2、试分析克服磁异常反演的多解性的措施？ 

3、简述切线法、特征点法的应用条件及优缺点。 

4、请归纳磁异常反演方法的原理、模型及算法，并讨论它们的异同点。 

 

发展趋势与本章参考文献 
 

2D、3D 物性反演（磁化率、磁化强度成像）是近年研究的热点之一，克服趋肤效应提



高成像的效果，以及 3D 物性反演方法的实际应用是该方法的主要研究方向；井地磁测多分

量资料联合反演目前采用的方法主要有人机交互、成像与非线性反演方法；地面多分量

（X,Y,Z,梯度及张量）联合反演是磁测资料反演理论研究的另一个重点；非线性反演方法近

年又有新的发展，群智能算法如粒子群算法，蚁群算法等在磁测资料反演中得到应用。在反

演中考虑剩磁、退磁影响也得到关注。 
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